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1 : Préliminaires



Augustus De Morgan

Lettre à William Hamilton (23 otobre 1852)



Franis et Frederik Guthrie



Une note de Frederik Guthrie

Publiée dans Athenaeum, juin 1854

Toute arte planaire est-elle 4-oloriable ?



Le problème des inq prines

August Möbius (∼ 1840)

Peut-on diviser un pays en

inq parties adjaentes ?
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non planaire 6⇒ T4C vrai



1878 : Arthur Cayley relane le problème

et demande à la London Mathematial Soiety s'il a été résolu.



1879 : Arthur Cayley simpli�e le problème

On peut supposer que les sommets sont de degré 3



Projetion stéréographique



Triangulation duale



1879 : Alfred Kempe � prouve � le T4C

On the geographial problem of the four olours, Amerian Journal of Mathematis



La relation d'Euler pour les polyèdres sphériques

S − A + F = 2



La relation d'Euler pour les polyèdres sphériques

Une formule équivalente pour les artes ubiques

d

x

= nombre de �tés de la fae x

∑

x

(6− d

x

) = 12



Ensembles inévitables

D'après la relation d'Euler, toute arte planaire

doit ontenir au moins un digone ou un triangle

ou un arré ou un pentagone, seules faes pour

lesquelles 6− d > 0.
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Preuve par réurrene sur le nombre de faes

1

Supposons que tous les polyèdres ayant moins

de N faes sont 4-oloriables.

2

Prenons un polyèdre quelonque à N faes.

3

Il possède alors une fae de degré d < 6.

4

Si d = 2 on e�ae une arête du digone, on

olorie le polyèdre résultant, on remet l'arête

e�aée et on olorie le digone ave une des

deux ouleurs libres.



Preuve par réurrene sur le nombre de faes

Si d = 3, 'est enore faile.
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Preuve par réurrene sur le nombre de faes

1

Si d = 4, on e�ae une arête du arré, on

olorie le polyèdre résultant puis on remet

l'arête e�aée.

2

Si une ouleur est libre, on l'attribue au arré.

3

Sinon, on éhange les ouleurs a et b le long

d'une haîne de Kempe ababab · · ·
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La méthode des haînes de Kempe

1

Un arré est entouré de 4 ouleurs distintes.

2

Une haîne de Kempe rouge/vert peut soit

(1) joindre deux faes opposées adjaentes à

e arré, soit (2) ne pas les joindre.



La méthode des haînes de Kempe

Si elle ne les joint pas, éhanger rouge et vert le

long de ette haîne libère une ouleur disponible

pour le arré.



La méthode des haînes de Kempe

Si ette haîne rouge vert joint deux faes

opposées du arré, il existe une haîne de Kempe

bleu/jaune qui ne joint pas les deux autres faes,

d'après le Théorème de Jordan.



La méthode des haînes de Kempe

Ehanger bleu et jaune sur ette haîne libère

une ouleur pour le arré.
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Les limites de la méthode de Kempe

1

Si d = 5, on e�ae une arête du pentagone,

on olorie le polyèdre résultant puis on remet

l'arête e�aée.

2

Si une ouleur est libre, on l'attribue au

pentagone.

3

Sinon, on applique la méthode de Kempe ave

deux haînes di�érentes.



Peut-on utiliser deux haînes de Kempe ?

Si auune ouleur n'est disponible pour le

pentagone, alors une seule ouleur, disons bleu,

apparaît deux fois autour de lui.



Peut-on utiliser deux haînes de Kempe ?

Les trois ouleurs restantes forment des haînes

de Kempe, disons rouge/jaune et rouge/vert.



Peut-on utiliser deux haînes de Kempe ?

Si une de es haînes de Kempe, omplétée par le

pentagone, n'enerle auune des deux faes

bleues adjaentes, éhanger ses ouleurs en libère

une pour e pentagone.



Peut-on utiliser deux haînes de Kempe ?

Si haune de es haînes enerle une des deux

faes bleues, alors on peut éhanger bleu et vert

à l'intérieur de la haîne rouge/jaune et éhanger

bleu et jaune à l'intérieur de la haîne

rouge/vert et olorier le pentagone en bleu.



Peut-on utiliser deux haînes de Kempe ?

On a alors libéré le bleu pour le pentagone et la

arte omplète est oloriable.

CQFD !



1890 : Pery Heawood détete une erreur

Si les deux haînes de Kempe se touhent, on

rée deux pays ontigus de même ouleur !

Mais il parvient à sauver la méthode de Kempe en

prouvant le Théorème des 5 Couleurs.



1890 : Pery Heawood détete une erreur



1921 : un ontre-exemple dû à Alfred Errera



2 : Résolution
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A�ner les ensembles inévitables

1

En 1904, Paul Wernike introduit la méthode

de déharge.

2

On répartit la ourbure des pentagones sur les

inq faes voisines.

3

Chaque fae voisine d'un pentagone en reçoit

une harge

1

5

.

4 → {2, 3, 4, 5 · 5, 5 · 6} = ensemble inévitable.



A�ner la liste des on�gurations inévitables

Philip Franklin (1922)



Con�gurations rédutibles

Le diamant de Birkho� (1913)



Con�gurations rédutibles

Le diamant de Birkho� (1913)



La quête du Graal

Peut-on trouver une liste

�nie de on�gurations

inévitables et rédutibles ?
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A�ner la méthode de déharge

Heinrih Heesh, 1969

1

Il remplae la ourbure, 1− d

x

6

, par une

fontion q(x) telle que

∑
x

q(x) = 2.

2

Il obtient ainsi des ensembles inévitables de

plus en plus �ns.

3

Il onjeture l'existene d'un ensemble

inévitable d'environ 10000 on�gurations

rédutibles einturées par moins de 15 faes.



Kenneth Appel et Wolfgang Haken (1976)



Kenneth Appel et Wolfgang Haken (1976)

Ils trouvent une liste de 1936 on�gurations

inévitables, probablement rédutibles, dont ils

testent la rédutibilité sur un ordinateur.



Et l'ordinateur leur répond ...

OUI, toutes es

on�gurations sont

rédutibles, don toute

arte planaire est

4-oloriable.

CQFD !
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Est-e une vraie preuve ?

1

Premier théorème prouvé uniquement in silio.

2

En 1998, la preuve a été simpli�ée par

Robertson, Sanders, Seymour et Thomas

(622 on�gurations inévitables et rédutibles).

3

L'algorithme a été véri�é par Georges

Gonthier et Benjamin Werner en 2005.

4

En otobre 2019, auune preuve humaine

n'est onnue et reonnue omme valide.



Intermède épistémologique

Un mathématiien est un

savant ésotérique et

ontemplatif.

(Pythagore)
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Intermède épistémologique

1

L'ativité mathématique est une neurosiene

auto-expérimentale.

2

L'objet étudié est aussi le sujet étudiant :

le erveau humain.

3

On teste la ohérene de représentations

mentales : les idéalités mathématiques.

4

Le erveau est olletif : on pense à plusieurs.

5

Il peut aussi être aidé par une mahine.



Compter les oloriages

Un lemme de Peter Tait (1880)

Colorier les pays ave quatre ouleurs revient à

marquer les frontières ave x , y ou z , tout en

ayant es trois lettres à haque sommet.



Compter les oloriages



Compter les oloriages

Roger Penrose et la gravitation quantique



Compter les oloriages

La formule de omptage de Roger Penrose (1971)

K =
∑

u

∏

ab

i det(u
ab

, u
b

, u
a

)
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Compter les oloriages d'un otaèdre

c

a b

d f

e

(ab)→ (aeb)→ (adeb)→ (adefb)→ (adfb)

→ (adfb)→ (afb)→ (ab)→ (ab)



Compter les oloriages ave une logique linéaire

x 7→ yz + zy

y 7→ zx + xz

z 7→ xy + yx

xy , yx 7→ z

yz , zy 7→ x

zx , xz 7→ y

xx , yy , zz 7→ 0

1

L'addition représente le OU logique.



Compter les oloriages ave une logique linéaire

x 7→ yz + zy

y 7→ zx + xz

z 7→ xy + yx

xy , yx 7→ z

yz , zy 7→ x

zx , xz 7→ y

xx , yy , zz 7→ 0

1

L'addition représente le OU logique.

2

La onaténation représente le ET logique.



Compter les oloriages d'un otaèdre
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Comment prouver que K 6= 0 ?

1

Il existe don 6× 4 = 24 oloriages des

sommets de l'otaèdre, ou des faes du ube.

2

La méthode fontionne ave toute

triangulation sphérique �nie.

3

Permet-elle de démontrer le T4C ?



Qu'en pense Paul Erdös ?

Il s'agit d'un problème subtil mais pas forément

omplexe. Il existe peut-être une preuve simple où

les polyèdres ne sont qu'un as partiulier.



Qu'en pense William Tutte ?

The Four Colour Theorem is the tip

of the ieberg, the thin edge of the

wedge and the �rst ukoo of spring.



Bibliographie



Meri beauoup.

Et bons oloriages !


